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Liebe Kollegin, lieber Kollege!

Vor dir siehst du ein Skript des Open Courseware Projekts der OH Linz, welches
allen Studierenden und Interessierten frei und kostenlos zur Verfiigung steht.

Das OCW- Projekt der OH Linz

Im Jahr 2007 haben der Vorsitz der 6sterreichischen Hochschiilerinnenschaft Linz und das Referat fiir
Skripten, Lernbehelfe und OCW mit der Umsetzung von Open Courseware an der Johannes Kepler Uni-
versitat begonnen. Alle Skripten sollten den Studierenden und Interessierten kostenlos zuganglich sein,
zudem sollten die Unterlagen frei verandert und vervielfaltigt werden diirfen um die Qualitat und Ak-
tualitat der Unterlagen zu verbessern.

Zu diesem Zweck wurden alle Unterlagen, deren Lizenz bei der OH liegt, digitalisiert, mit einer Struktur
und Suchfunktion versehen und liber eine Homepage allen Internetnutzerinnen zuganglich gemacht.
Dariuiber hinaus wurde den Lehrenden an der JKU die Moglichkeit gegeben jederzeit Verbesserungen
und Erganzungen bei den Unterlagen vorzunehmen.

Lizenz

Um die freie Verbreitung rechtlich zu gewahrleisten steht dieses Werk unter einer Creative Commons
Lizenz 3.0 Osterreich.

Du darfst das Werk vervielfaltigen, verbreiten und 6ffentlich zuganglich machen sowie Bearbeitungen
des Werkes anfertigen.

Jedoch musst du dich dabei an gewisse Bedingungen halten:

«  Du musst den Namen der/des Autorin/Autors / Rechteinhabers/Rechteinhaberin in der von ihm
festgelegten Weise nennen.

« Das Werk darf nicht kommerziell genutzt werden.

- Die Weitergabe ist nur unter gleichen Bedingungen erlaubt, also unter der gleichen Lizenz.

Weitere und genauere Informationen iiber Creative Commons findest du unter
http://www.creativecommons.at.

Solltest du noch weitere Fragen zum OCW Projekt haben, oder dich beteiligen wollen,
erreichst du uns unter oeh@oeh.jku.at oder +43 732 2468 8535.

Wir wiinschen dir viel Spal8 mit den OCW Skripten und viel Erfolg bei deinen Kursen!

Das Open Course Ware Projekt der OH
an der JKU Linz | Altenbergerstr. 69 | 4040 Linz
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0.1 Vorwort

Sie haben sich entschlossen, ein technisch - ingenieurwissenschaftliches Studium zu beginnen. Viel-
leicht liegt Thre Schulzeit schon etwas zuriick, vielleicht haben Sie manches in der Schule nicht
so ausfiihrlich gelernt oder nicht 100%-ig verstanden - seien wir ehrlich, wer hat das schon! - ,
vielleicht mochten Sie aber auch nur moglichst okonomisch und zielgerichtet den fiir Thr Studium
notwendigen Mathematikstoff wiederholen. In jedem Fall sind Sie in diesem Kurs genau richtig.

Das vorliegende Skriptum fasst denjenigen Stoff zusammen, der die Basis fiir die Mathematiklehr-
veranstaltungen im ersten Studienjahr darstellt. Erklirungen sind im Skriptum auf ein Minimum
beschrinkt, sie werden im Kurs gegeben bzw kénnen in Thren Schulbiichern nachgelesen werden.
Das Skriptum soll daher kein Lehrbuch ersetzen, sondern vielmehr als Ergdnzung zum Lehrbuch
angesehen werden. Die angegebene Liste von Schulbiichern umfasst diejenigen Biicher, die mir zur
Verfiigung standen und ist natiirlich nicht vollstéindig. Das Material dieses Kurses sollte aber in
allen Schulbiichern mehr oder weniger umfassend vorhanden sein.

Wenn Thnen die Beispiele keine Schwierigkeiten bereiten, ist es nicht notwendig, dass Sie im Kurs
anwesend sind. Uber die angegebenen Beispiele hinaus wird im Kurs natiirlich auf Ihre individu-
ellen Fragen eingegangen. Damit wiinsche ich uns allen einen ertragreichen Kurs und Thnen einen
erfolgreichen Studieneinstieg!

Christiane Takacs

0.2 Literatur

e BFM: Biirger, Fischer Malle, Kronfellner, Miihlgassner, Schléglhofer: Mathematik Oberstufe
1 bis 4; In Band 4 gibt es ausgezeichnete Zusammenfassungen, 2. Auflage 2000

e Sch: Schalk: Mathematik 1 bis 3, 2. Auflage 1990
e Arabin: Kursbuch Differenzialrechnung (viele durchgerechnete Beispiele), 3. Auflage 1992

e Arabin: Kursbuch Integralrechnung (viele durchgerechnete Beispiele), 3. Auflage 1992



1 Zahlen und Zahlenmengen?®?

In der Mathematik treten verschiedene Zahlenmengen auf:

N = {1,2,3,...} ... Natiirliche Zahlen
Z = {0,-1,1,-2,2,....} ... Ganze Zahlen
Q = {5 Ip € Z/\qEN} ... Rationale Zahlen
Briiche bzw. endliche oder periodische Dezimalzahlen
R ... Reelle Zahlen, dh beliebige (auch unendliche) Dezimalzahlen
C = {a+ib:a,beR} .. Komplexe Zahlen, ¢ imaginire Einheit

Die reellen Zahlen werden auf der Zahlengeraden dargestellt, die komplexen Zahlen lassen sich in
der komplexen Zahlenebene (siehe spiiter) veranschaulichen.

Rechenoperationen sind +, * und davon abgeleitet —, / und Potenzen.

Intervalle, spezielle Teilmengen der reellen Zahlen:

[a,b] = {x:a <z <b} .. abgeschlossenes Intervall
la,b] = {z:a <z <b} .. offenes Intervall

[a,b] = {x:a <z <b} .. halb offenes Intervall
la,b) = {x:a <z <b} .. halb offenes Intervall

An der Stelle, wo ein Intervall offen ist, kann auch oo (statt b) bzw —oo (statt a) eingesetzt werden.

Beispiele:
Veranschaulichen Sie die folgenden reellen Zahlenmengen und stellen Sie sie, wenn mdglich, einfa-
cher dar.

11,4
J=1,2] UL, 4]
3

[—2,3[N
R\ [-2,

[
Losungshinweis: Durch Veranschaulichung kontrollieren.

2 Rechnen mit Zahlen und Variablen?*

2.1 Terme vereinfachen
2.1.1 Binome, Briiche, Doppelbriiche
Beispiele:

a27b2 _
(at+b)” =

(a—b)?° =
a+b

" a—b
a—b
atb 1

IZ
Tz T 1 1

z / =
=t (1+a)?

Losungen: (a +b) (a — b), a® + 2ab + b2, a® — 3a%b + 3ab® — b3, 22 2 +1

33BFM4 S163ff; Schl $23-40
34Schl S41-104



2.1.2 Potenzen® und Wurzeln?®
Beispiele:

410p13 a42b75

a=2b7a3

105102

10310010~

101102

a2
e G
va—2b7a3

—2
JRTN RE: a'b™® _
a2 (b7a3)™"
—2
10 <b13 a4b_5/2m>

a—2 (b7a3)_1

Lo VI0P102

(101102) "/
Losungen: a'3b, 1073, {B/ZTT:’ —sk0s oTogE 1
Merkregeln:
e Negative Exponenten entsprechen einer Division.
e Exponenten der Gestalt 1/n (n € N) entsprechen einer n—ten Wurzel.
e Potenzen werden potenziert, indem man die Exponenten multipliziert.

e Potenzen (mit gleicher Basis) werden multipliziert, indem man die Exponenten addiert.

e Potenzen werden addiert, indem ... geht allgemein nicht ... In manchen Fillen kann man
gemeinsame Faktoren herausheben.

Vorsilben von Mafleinheiten®7:

dezi centi milli mikro nano piko femto atto
d=10"" ¢=10"2 m=10"2 p=10% n=10"°2 p=10"12 f=10""° a=10"18
deka hekto kilo mega giga tera peta exa

da=10" h=10*> k=103 M=10 G=10° T=102 P=10% E=10'8

Hiufige Beispiele: dm, dl, cm, cl, mm, ml, mg, mV, mA, ms, um, ug, uF, nm, nF, pF, dag, hl, km,
kg, kN, kV, kA, kQ, kW, MW, MB, GB, GW
Beispiel:

0,0002km 20ug 40dm 10ms
10dag 2 (dm)®

Losung: 8 1077 s/m

35BFM2 S65-85
36BFM2 598-105
37Ein Spiel zum Uben http://www.walter-fendt.de/m14d /umrechnung.htm



2.1.3 Vermischte Aufgaben?®
Beispiele:

b_gbig? g2 =

(5\/§)2 +5 =

:r:ab—i—a_b;y:a

Losungen: 4, 10, 2%33141;, -6

2.2 Gleichungen®
2.2.1 Lineare Gleichungen - Formeln umwandeln

Beispiele: Losen Sie jeweils nach allen Variablen auf, die linear vorkommen. Kommen Sie spiiter
nochmals zuriick und I6sen Sie auch nach den anderen Variablen auf.

e Ohmsches Gesetz

U=RI

o Weg - Zeit - Gesetz beim freien Fall

s = —th + vot + So
e Gravitationsgesetz
F=g™
r

Parallelschaltung von Widerstdnden

11,11
R R, Ry Rs

Relativistische kinetische Energie

mc
E=—— —mc

_ v?
C2

Ladung eines Kondensators

U=Up(1-e )

38 Zusammenfassung BFM4 S163fF
39BFM4 S176fF; Schl S77-104



2.2.2 Quadratische Gleichungen, Satz von Vieta!’
Beispiele!:

2 +52+6 =
2%+ 52— 6
P?+r—6 =
>+ +6
z? + 4z + 4

z2-9 =

O O O O o O

Losungen: —3, —2; —6,1; —3,2; —% — 24/23, -1 + 1iv/23; —2 (2 fach); —3,3
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (Herleitung als Ubung):

2 +pr+qg = 0

D P\?2
na = =5 =\(5) o

Beispiele: Freier Fall

e Ein Ball wird von der Hohe 0.5 m mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 5 m/s in die Luft
geworfen. Wann trifft der Ball wieder auf der Erde auf. Rechnen Sie mit g = 10 m/s?.

e Fin Stein wird in einen Brunnen fallen gelassen und trifft nach 3 s auf. Wie tief ist der
Brunnen?

Losungen: Fallgesetz unter Formeln umwandeln; Auftreffen nach ca. 1.1 s, Tiefe 45 m

2.2.3 Rationale Gleichungen

Beispiele (Definitionsbereich bzw. Probe nicht vergessen):

23z —4) _ g
S5r — 2
3 2 3
x—i—l_x—l I
22 —4
T —2 =4
dex+4/x = -10

Losungen: %; -3, %; keine Losung (fiir z = 2 ist die Gleichung nicht definiert); —2, —%

2.2.4 Gleichungen mit Wurzeln
Beispiele (Probe nicht vergessen):
Vet+2-Vz—2 = V2
Ve 4+2—-+vVzr—-3 = 3z -5
Vr—3-2vVz+2 = 3x-5
2Vz+2+vVr—-3 = VIr+1

Losungen: %, 7, keine Losung, 7

408ch2 S59-76
41Verschiedene Losungsmethoden unter http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/gleich/gleich.html#quadr2



2.3 Einschub: Winkelfunktionen am rechtwinkeligen Dreieck*?
2.3.1 Rechtwinkeliges Dreieck

Bezeichnungen: Eckpunkte A, B, C; zugehorige Winkel «, 5, v = 90°; gegeniiber liegende Seiten
haben dieselbe Bezeichnung wie Ecken mit Kleinbuchstaben; a, b Katheten, ¢ Hypotenuse; h. Hohe
auf ¢

Wichtige Sitze:

e Strahlensatz, zZB a:c=h.:b
e Satz von Pythagoras a? + b% = ¢?
e Winkelfunktionen Sinus, Cosinus, Tangens

o Ankathete b = ccos o, Gegenkathete a = csina, tana = sina/ cosa = a/b

Beispiele:

e Abmessungen spezieller Dreiecke - Winkelfunktionen spezieller Winkel*?

sin60° = cos 60° =
sin30° = cos 30° =
sin45° = cos45° =

Losungen: zeilenweise v/3/2, 1/2; 1/2, V/3/2; v/2/2, v/2/2

e Wie lang ist der ldngste Stift, der in einer Schachtel mit den Abmessungen 2cm x6¢m x 16cm
Platz hat?
Losung: ca. 17.2 cm

e In einen Kreis mit Radius r wird ein Rechteck mit einer Seitenlinge b eingeschrieben. Unter
welchen Bedingungen ist das moglich und wie grof§ ist dann die andere Seitenlidnge des ein-
geschriebenen Rechtecks?

Losung: b € [0,2r], a = v4r2 — b2

e Ein rechtwinkeliges Dreieck hat die Katheten a = 2v/3 und b = 2. Wie grof sind a und ?
Losung: a = 60°, 8 = 30°

e Ein Kirchturm wird unter einem Winkel von 60° in einer Entfernung von 100 m angepeilt.
Wie hoch ist er?
Losung: 100v/3 m

e Fine Seilbahn mit Mittelstation hat folgende Abmessungen: Laut Wanderkarte ist die Mit-
telstation von der Talstation 2 km entfernt und in derselben Richtung in der Entfernung von
3.5 km liegt die Bergstation. Die Talstation hat eine Seehshe von 1050 m, die Mittelstation
eine Seehshe von 1570 m und die Bergstation eine Seehthe von 2130 m. Skizzieren Sie eine
Seitenansicht der Seilbahn und berechnen Sie die Lénge der Seile, sowie die Fahrzeit, wenn
die Gondel eine Geschwindigkeit von 15 km/h aufweist.

Losung: Lénge der Seile ca. 3668 m; Fahrzeit ca. 15 min

12Winkelfunktionen: BFM2: S$5-45, BFM4 S2071f; Schl $231-240 und S181-183
43Viele Ubungsaufgaben unter http://www.mathe-online.at/materialien/TraxlerMesaric/files/trigApplets/



2.3.2 Zur Erinnerung: Sitze am allgemeinen Dreieck'*

e Winkelsumme 180°

e Hohen stehen senkrecht auf die Seiten

Schwerlinien verbinden Eckpunkt mit gegeniiberliegenem Seiten-Mittelpunkt, Schwerpunkt
teilt die Schwerlinien im Verhiltnis 2:1

Sinussatz®® (Herleitung als Ubung)

a b c

sina  sinf  sinvy

Cosinussatz (Herleitung als Ubung)

2 =a?+b* — 2abcosy

2.3.3 Bogenmaf} eines Winkels

Ein Winkel kann auch dadurch gemessen werden, dass man ihn im Einheitskreis einzeichnet und
einen Schenkel auf die z—Achse legt, und dann von der z—Achse ausgehend entgegen dem Uhrzei-
gersinn die Linge des zugehorigen Kreisbogens abmisst. Diese Linge wird als das Bogenmaf} des
Winkels bezeichnet und in rad angegeben, was man aber normalerweise nicht anschreibt. Daraus
ergibt sich, weil der Einheitskreis den Radius 1 hat, zB 360° = 2, 180° = 7, 90° = /2, 60° = /3,
45° = /4, 30° = /6, usw, dh die Umrechnung erfolgt durch die Ubersetzung

™ 180°

= — 1 =
180 "4V -

10

Misst man die Bogenlinge von der x—Achse ausgehend im Uhrzeigersinn, so hat der Winkel ein
negatives Bogenmafl. Winkel, deren Bogenmaf} eine Differenz aufweist, die ein ganzzahliges Viel-
faches von 360° = 27 ist, unterscheiden sich optisch nicht.

Beispiele (Umrechnung von Winkeln, letzte Zeile mit TR): Geben Sie jeweils den Winkel im anderen
Maf} und den positiven Wert (zwischen 0 und 27) des Winkelmafies an.

15° = —20° = 75° = —120° = 210° = 240° =
/9 = —4rn/9 = 21/3 = —3r/4= —7/3 = —7/2 =
5° = —27° = 1° = 1= -2 = 25 =

Losungen: siehe Kurs

2.3.4 Winkelfunktionen am Einheitskreis

Wird ein Winkel o im Einheitskreis? eingezeichnet, so konnen sin o, cos @ und tan a (auch cot a)
sehr einfach abgelesen werden, der Sinus auf der y—Achse, der Cosinus auf der x—Achse und der
Tangens als Tangente auf der y—Achse. Die Winkel werden stets in rad angegeben, wobei ein
Winkel von z° mittels unserer Umrechnung auch die richtige Einheit hat. Viele Eigenschaften der
Winkelfunktionen (= trigonometrische Funktionen) kénnen aus einer Zeichnung am Einheitskreis
abgelesen werden.

e Vorzeichen in den verschiedenen Quadranten

44Interessantes iiber das Dreieck (nicht notwendig fiir das Studium aber faszinierend) http://www.walter-
fendt.de/m14d/dl/index.html

45BFM2: S47

46G8ehr schone Darstellungen davon findet man zB auf http://www.walter-fendt.de/m14d/sincostan.htm oder
http://www.analyzemath.com /unitcircle /unitcircle.html



e Figenschaften von sin, cos und tan:

sin(a+k-27) = sin(a+k-360°) =sina firk e€Z
sin(—a) = —sina
sin (+180°) = —sina
cos(a+k-2r) = cos(a+k-360°)=cosa fir ke Z
cos(—a) = cosa
cos(a+180°) = —cosa
tan(a+k-m) = tan(a+k-180°) =tana fir k € Z
tan(—a) = —tana

e Trigonometrischer Pythagoras

sinfa+cos?a =1

e Umrechnung von sin auf cos und umgekehrt

sin (90° —a) = cosa
sin(a+7/2) = cosa
cos(a—m/2) = sina

Auch Additionstheoreme, zB

sin(a+8) = sinacosf+ cosasinf

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf

konnen (etwas miihsamer) aus dem Einheitskreis abgelesen werden. Beim praktischen Rechnen
werden Additionstheoreme in einer Formelsammlung nachgeschlagen.

Beispiele:
Geben Sie diejenigen Winkel am Einheitskreis an, die betragsméfig denselben Sinus bzw Cosinus
aufweisen wie

sin 60° cos (—60°) sin 30°
cos 30° sin (—45°) cos 45°

Losungen:

sin 60° = sin 120° = — sin 240° = —sin 300°

cos (—60°) = cos60° = cos 300° = — cos 120° = — cos 240°
sin 30° = sin 150° = —sin 210° = — sin 330°; usw

2.3.5 Umkehrung der Winkelfunktionen

Will man etwa zu einem vorgegebenen Sinuswert a (im Bereich |—1, 1]) einen Winkel finden, dessen
Sinus mit dem vorgegebenen Wert iibereinstimmt, dh

sinzt =a

losen, so bedient man sich der Arcussinusfunktion arcsina, die Winkel zwischen —m/2 und /2
ausgibt (erster oder vierter Quadrant). Der Name Arcus kommt daher, weil der Winkel im Bogen-
maf} angegeben wird. Durch eine Skizze am Einheitskreis findet man stets einen weiteren Winkel
zwischen 7/2 und 37/2, der denselben Sinuswert hat (zweiter oder dritter Quadrant).

Achtung: Die Gleichungen sinz = 1 und siny = —1 haben nur eine Lésung im Einheitskreis, ndm-
lich z = arcsin1 = 7/2 und y = arcsin (—1) = —7/2.

Die Arcuscosinusfunktion gibt zu einem vorgegebenen Cosinuswert einen Winkel im Bereich [0, 7]

10



aus. Die Arcustangensfunktion gibt zu einem vorgegebenen Tangenswert einen Winkel im Bereich
[-7/2,7/2] aus. In beiden Féllen werden die weiteren Losungen der Gleichung

cosT = a bzw tanz = a

durch eine Skizze gefunden. Wenn nun fiir ein « gilt sinz = a (bzw cosx = a), dann gilt auch fiir
z =x + 2k7 (k € Z) dieselbe Gleichung sin z = a (bzw cos z = a). Fiir jede Gleichung der Gestalt

sinz = a bzw cosxT = a

gibt es daher (fiir passend gewéhltes a) immer unendlich viele Losungen. Der Tangens ”wiederholt
sich sogar noch schneller”: Wenn fiir ein z gilt tanz = a, dann gilt auch fir z = « + kr (k € Z)
dieselbe Gleichung tan z = a.

Die Arcusfunktionen werden mit arcsin, arccos, arctan bezeichnet. Auf dem Taschenrechner findet
man sie meist als sin~!, cos™!, tan—.

Beispiele:

Finden Sie jeweils alle Losungen der Gleichung und zihlen Sie die fiinf Winkel auf, die 0 am
néchsten liegen.

sinz = 0.5
tanz = -1
cosx = —0.7
tanx = 2/3
sine = 0 (Nullstellen von Sinus)
cosz = 1 (Maximalstellen von Cosinus)
sinz = V3cosz
Losungshinweise:

g = 30° + k360°, z1, = 150° + £360° mit jeweils k € Z
xp=-—n/4+kr mit k€ Z
Tor = 134° + k360°, x1x, = 226° + k360° mit jeweils k € Z
rp = —34° + k180° mit k € Z
krmit k€ Z
2km mit k € Z
w/3+kr mit k €Z

2.4 Komplexe Zahlen*’
2.4.1 Definition und Veranschaulichung

Weil die Gleichung 2 = —1 in R keine Losung hat, werden die reellen Zahlen zu den komplexen
Zahlen erweitert. Dazu wird v/—1 = 4 gesetzt. Man nennt i die Imaginsire Einheit. Vielfache von i
nennt man imaginéire Zahlen. In der Elektrotechnik wird, um die Imaginire Einheit nicht mit dem
elektrischen Strom zu verwechseln statt ¢ der Buchstabe j verwendet, manchmal wird ¢ auch als
I geschrieben. Die Gleichung 22 = —1 hat in C die beiden Losungen z; = i und x5 = —i.

Addiert man eine reelle Zahl und eine imaginére Zahl, so nennt man das Ergebnis eine komplexe
Zahl. Jede komplexe Zahl besteht damit aus einem Realteil und einem Imaginérteil, zB gilt fiir

z=243 Rez=2 Imz=3.

Denkt man sich nun ein Koordinatensystem, in dem die x—Achse die reellen Zahlen reprisentiert
und die y—Achse die imaginéren Zahlen, so kann jede komplexe Zahl z als Vektor eingetragen
werden, der vom Ursprung zum Punkt (Re z, Im z) zeigt. In diesem Zusammenhang nennt man die
Ebene die komplexe Zahlenebene.

47Sch2 S171-192
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Beispiele:

e Veranschaulichen Sie die folgenden komplexen Zahlen

2+ 3i — 243 3-2 —3-9
i — —4 5 —1+3i
2+ 2 —242%  2-2 —2-9

in der komplexen Zahlenebene und geben Sie jeweils Realteil und Imaginérteil an.

e Zeichnen Sie die Menge derjenigen komplexen Zahlen in die komplexe Zahlenebene ein, fiir
die gilt

Rez <3 Imz € [-2,3] Rez =2Imz.

Losungen: Siehe Kurs

2.4.2 Darstellungsformen®®

Aus der Veranschaulichung einer komplexen Zahl als Vektor, der vom Ursprung ausgeht, geht
hervor, dass eine komplexe Zahl auch durch den Betrag und den Winkel des Vektors mit der
x—Achse angegeben werden kann. So findet man etwa durch Abmessen heraus, dass die komplexe
Zahl z = 2 4 3¢ einen Betrag von ca 3.6 und einen Winkel von ca 56° hat.

e Eine komplexe Zahl z kann daher einerseits durch Real- und Imaginé&rteil beschrieben werden,
man nennt die Darstellungsform z = a + bi die arithmetische Form von z.

e Eine komplexe Zahl kann aber andererseits auch durch Betrag und Winkel (Argument) an-
gegeben werden. Die Darstellungsform z = (r, @) bzw 2z = rZa nennt man die Polarform
von z.

e In der Mathematik wird die Polarform auch gern in die sogenannte Exponentialform z =
re’ iibersetzt. Mit der Definition fiir die komplexe Exponentialfunktion e*® = cos o+ isin «
erfolgt die Umrechnung in die arithmetische Form.

Eine komplexe Zahl z wird daher einerseits durch die Bestimmungsstiicke a = Rez und b = Im 2
in der arithmetischen Form oder andererseits durch die Bestimmungsstiicke r = |z| (Betrag von z)
und a = Arg z (Argument von z) in der Polarform beschrieben, dh

z=a+bi =re.

Dafiir gelten folgende Umrechnungsformeln, die man sich anhand der Darstellung in der komplexen
Zahlenebene leicht iiberlegt.

Rez = a=rcosa
Imz = b=rsina
2| = r= Va2 + b2
arctan 2 falls @ >0
arctan . + falls a <0
Argz = a= 5 falls a=0,b>0

5 falls a=0,b<0
nicht definiert falls a=0,b=0

Beispiele:

18BFM3 S308, BFM4 S172ff
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e Die folgenden komplexen Zahlen sollen veranschaulicht werden, und alle Bestimmungsstiicke
sollen berechnet werden. Weiters sollen die Zahlen in der Polarform angegeben werden.

2+ 3i — 243 3-2 39
i — —4 5 —1+V3i
2+ 2 —242%  2-2 —2-9

e Die folgenden komplexen Zahlen sollen veranschaulicht und in der arithmetischen Form an-
gegeben werden.

(3,45°) 2/ — 30° 2/ —m7/3 (4,47/3)
14— 2¢im/3 3ei™ 3eim/4

e Die folgenden Zahlenmengen sind zu veranschaulichen.
{z||z] < 2} {z|Argz =7} {z|Argz € [7/3,7]}

Losungshinweise: Aufzeichnen und Nachmessen; Aufzeichnen und Nachmessen; konkrete Beispiele
suchen

2.4.3 Rechnen mit komplexen Zahlen*’

Addition und Subtraktion Komplexe Zahlen werden am besten in der arithmetischen Form
addiert bzw subtrahiert®°:

(0,1 + bll) -+ ((12 + bgl) = (a1 + (12) + (b1 + bQ)Z
(0,1 =+ bl’L) — (CLQ + bgl) = (a1 — GQ) + (b1 — b2)Z

Das entspricht einer Addition der Vektoren, bei der Real- und Imaginérteile separat addiert bzw
subtrahiert werden. Andere Formen sind zuerst in die arithmetische Form umzuwandeln.

Multiplikation und Division Komplexe Zahlen werden am besten in der Polarform multipli-
ziert bzw dividiert:

(r1, 1) (r2, ) (172, 1 + a2)

(r1,a1) _ (7“1 )
- —, 01 — Q2
(r2, a2) T2
Merkregel: Betrige multiplizieren (bzw dividieren) und Argumente addieren (bzw
subtrahieren). Schreibt man die Regel in der Exponentialform an, so werden einfach die Gesetze
fiir das Rechnen mit Potenzen eingehalten.

Multiplikation und Division sind in der arithmetischen Form auch moglich, die Rechnung ist aber
wesentlich fehleranfilliger, weil weniger gut interpretierbar. Die Rechnung ist aber notwendig, wenn

man die obige Merkregel beweisen mochte. Es gilt wegen i2 = —1
(a1 + bl’i) (CL2 + bgi) = ajas —biby + (albg + b1a2)i
a1 + byt a1+ b1t as — bt G102 + b1bg + (—a1b2 + blag)i
as + bai as + bot ag — bai a% + b%

Die Methode fiir die Division nennt man ”Erweitern mit der konjugiert Komplexen des Nenners”.
Fiir eine komplexe Zahl z = a + bi bezeichnet man z = a — bi als konjugiert Komplexe. In der
Polarform gilt z = (r, ) und z = (r, —a). Es gilt |z| = 2z

enzen KOIIlplexe Zahlen werden am besten iIl der Polar oIt (bZW 1 der tl lf )
p()tenziert: n E xponentia
(/‘ ’ a) - (7 n7 na) bzw (reia) — Tnein(x

Merkregel: Betrag potenzieren und Argument multiplizieren.

49BFM3 S$308-327
50 Animation unter http://www.walter-fendt.de/m14d/komplz.htm
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Beispiele:
Berechnen Sie die folgenden Terme und kontrollieren Sie die Rechnung durch Veranschaulichung
in der komplexen Zahlenebene.

(fi _ \/5) (1 n m/é)
—2i— 23
1+4V3
3v2 —i3v/2
3eil5°
—24 56
3—4i

(_i_\/g)w _

—i—/3 ° B
1+iV3 B

Losungen: —41; 4 — V3+ i 1 — \/gi; f% + %i; 21067”/3; eim/6

+4 =

3 Vektoren®!

Sind Punkte in der Ebene oder im Raum gegeben, so wird ihre Lage in einem Koordinatensystem
angegeben, wobei die Koordinaten (ps, py, p.) eines Punktes P angeben, wie weit der Punkt in der
jeweiligen Achsenrichtung vom Ursprung entfernt ist. Ein negativer Koordinatenwert bedeutet die
entgegengesetzte Richtung. Die Achsen werden in der Regel als £—Achse, y—Achse und z—Achse
bezeichnet. Punkte werden in der Regel mit Groflbuchstaben bezeichnet und ihre Koordinaten
nebeneinander geschrieben.

Hiufig sollen aber auch Richtungen im Koordinatensystem angegeben werden. Eine solche ge-
richtete Grofle wird als Vektor ¢ bezeichnet und in ihre Bestandteile entlang der Koordinatenachsen
zerlegt. Man schreibt den Vektor in Koordinatenschreibweise als

an. Vektorielle Groflen werden durch einen Pfeil markiert und ihre Koordinaten werden unterein-
ander geschrieben.

In der Technik und in den Naturwissenschaften treten viele vektorielle Grofien auf, zB Weg s, Ge-
schwindigkeit ¥, Beschleunigung a, Kraft F , Drehmoment M , magnetische Feldstirke l_;, ... Groflen,
die keine Vektoren sind, weil sie keine Richtung haben, nennt man Skalare, zB Masse m, Tempe-
ratur T, Arbeit W, ...

Vektoren werden als Pfeile in der Ebene oder im Raum veranschaulicht, die beliebig verschoben
werden konnen. Die Linge eines Vektors wird als Betrag bezeichnet und mittels Satz von Pytha-
goras berechnet, also

|v] = ,/v%JerJrvg.

Zu einem vorgegebenen Vektor v wird derjenige Vektor, der dieselbe Richtung aber den Betrag 1
hat, als Einheitsvektor ¢y bezeichnet, dh

) 0./ |7
fo= o= w/l
v:/ |7

Der Vektor mit dem Betrag 0 wird als Nullvektor ¢ bezeichnet.

518¢h1 $215-230; Sch2 S193-226
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Ein Vektor mit der Lénge 1, der in Richtung der positiven z—Achse zeigt, wird als €, bezeichnet.
Wir wiihlen die Achsen stets so, dass

1 0 0
&=0],g=1].a=[o0
0 0 1

gilt. Ein Vektor, der vom Ursprung zu einem Punkt A zeigt, wird als Ortsvektor von A bezeichnet
—
und durch OA oder @ abgekiirzt, fiir A = (ay,ay,a) gilt

ay

.

OA=d= ay
a.

Ein Vektor, der vom Punkt A zum Punkt B zeigt wird durch A—B> bezeichnet und fiir seine Koor-
dinaten gilt (”Spitze” — ”Schaft”)
—

AB=0b—a.

Durch eine Skizze veranschaulicht man sich leicht, wann Vektoren gleich, parallel, antiparallel,
invers sind.

Beispiele:

e Veranschaulichen Sie die folgenden Vektoren in einem geeigneten Koordinatensystem und
berechnen Sie jeweils Betrag und Einheitsvektor:

. 2 ) 0 ) 3 . 1 ) 3
U= -1 |,w= -2 |,r= 0 I=0 1 ):7={ 9 )
3 0 —4

e Ein Dreieck ist durch die Koordinaten seiner drei Eckpunkte gegeben. Geben Sie Formeln
fiir die Seitenldngen an und iiberpriifen Sie alles am Dreieck mit den Eckpunkten

A=(-1,0,0), B=(5,1,0), C = (2,4,0)

durch mafistabgetreue Skizze und Nachmessen.

Losung von B2 exemplarisch: ¢ = ‘E’ = \/(bx —a,)’ + (by —a,)* + (b —a.)® = V37

3.1 Elementare Rechnungen®?

Merkregeln: Vektoren werden addiert (subtrahiert), indem man die Koordinaten addiert
(subtrahiert). Graphisch entspricht das der Addition (Subtraktion) von Vektorpfeilen. Vektoren
werden mit einem Skalar multipliziert, indem man jede Koordinate mit dem Skalar mul-
tipliziert. Graphisch entspricht das einer Streckung (Stauchung) des Vektors um das Ausmaf des
Skalars, wobei ein negativer Skalar die Richtung umdreht.

Beispiele:

e Fertigen Sie Skizzen zur Veranschaulichung der elementaren Rechenoperationen an.

e Erkliren Sie die elementaren Rechenoperationen anhand von Beispielen, indem Sie als Vek-
toren Wege (bzw Krifte) einsetzen.

52BFM4 S185fF
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e Auf einen Korper wirken die Krifte

1 -1 2
F=| 2 |NE=3 5 |NFB=-2( -1 ]|N
3 2 1

Welche Kraft (Sie wird als die Resultierende bezeichnet.) wirkt in Summe? Berechnen Sie
auch den Betrag der Resultierenden und den zugehorigen Einheitsvektor.

e Gesucht ist eine Kraft F , die dieselbe Richtung wie der Vektor

und den Betrag 60 kN hat. Geben Sie F in Koordinatenschreibweise an.

Losungen:
siehe Kurs;
siehe Kurs;
—6 -0.3
F=| 15 | N ‘F‘ ~176N, By~ | 09 |
7 0.4
20
F=1| 40 | kN
—40

In Bezug auf die Reihenfolge und die Klammernsetzung unterscheidet sich das elementare Rechnen
mit Vektoren nicht vom Rechnen mit Zahlen.

3.2 Skalarprodukt, vektorielles Produkt®

In diesem Abschnitt geht es darum zu erkliren, was das Ergebnis einer Rechnung der Gestalt

v "mal” w

ist. Dabei unterscheiden wir zwei Arten von ”"mal” ndmlich "dot”, dh ¥.« (Skalarprodukt), und
"kreuz”, dh ¢ X W (vektorielles Produkt).

3.2.1 Skalarprodukt

Wir definieren
.0 = |0 W] cos @,

wobei ¢ der Winkel zwischen ¢ und « ist. Man kann sich iiberlegen, dass fiir die Koordinaten

Vg Wy
v = vy || wy = UpWy + VyWy + VW,
Uz Wy

gilt. Das Ergebnis eines Skalarprodukts ist ein Skalar.

Will man eine Masse entlang eines Weges verschieben, so wird dafiir eine Kraft bendttigt, die in
Richtung des Weges wirkt. Greift an die Masse nun irgendeine Kraft F' an, so ist fiir die auf-
zubringende Arbeit nur der Teil der Kraft relevant, der dieselbe Richtung wie der Weg § hat,
also

W = (‘ﬁ‘cosgo) 5| =F.5

53BFM2 S195-216, BEM4 S192ff
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wobei ¢ den von Fund & eingeschlossenen Winkel bezeichnet. Das Skalarprodukt einer Kraft und
eines Weges berechnet also die physikalische Arbeit (”ITaf)” . ”\N—eé”).

Der fiir die Verschiebung relevante Teil der Kraft, die Kraft in Wegrichtung, wird durch die so-
genannte orthogonale Projektion bestimmt. Greift die Kraft F an, so ist fiir die Verschiebung
entlang s die Teilkraft

zusténdig. Man nennt F die orthogonale Projektion von F auf §. Sie beschreibt den Anteil von F
in Richtung §. Sie hat den Betrag

7l
= ‘F‘ |cos @]

und dieselbe (oder entgegengesetzte) Richtung wie §. Man beachte, dass Fs nicht vom Betrag von
§ abhéngt und dass Fa =F ; 7 gilt. Die restliche Kraft F— Fa steht auf § orthogonal.

Rechenregeln:
v = WU
(U+7).d = dd+ 70
A(@W) = (W) .0 =4 (M)

Verwendung des Skalarprodukts:
e Winkelberechnung
e Orthogonalitéitstest (7. = 0 genau wenn ¢ = 90°)
e Orthogonale Projektion

e Physikalische und geometrische Anwendungen

Beispiele:

e Sind die Vektoren

1) —6
a=|2|,6=[ 3
0 2

orthogonal?

e Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren

1 ~1
i=|2|,b6=[ 3
0 2

e Berechnen Sie den Winkel zwischen dem obigen Vektor @ und der y—Achse.

e Interpretieren Sie den Einheitsvektor eines Vektors mit Hilfe der Winkel zwischen dem Vektor
und den Koordinatenachsen (Stichwort: Richtungscosinusse).

e Fertigen Sie eine Skizze fiir die orthogonale Projektion an.

17



e Zerlegen Sie den Vektor ¥ in einen Teil, der zum Vektor « parallel ist, und in einen Teil, der
zu W orthogonal ist, und verwenden Sie dabei

1 2
i=| 2 |, o= 3
-1 4

Berechnen Sie auch den Winkel zwischen den beiden Vektoren. Gilt vz = W7

e Ein Dreieck ist durch die Koordinaten seiner drei Eckpunkte gegeben. Geben Sie Formeln
fiir die Winkel und die Hohen an und iiberpriifen Sie alles am Dreieck mit den Eckpunkten

A=(-1,0,0), B=(51,0), C = (2,4,0)

durch mafistabgetreue Skizze und Nachmessen.

Losungen:
Ja
ca b3°
ca p, = 27°
CoS p,,
Uy = Cos @, wobei ¢, Winkel mit z—Achse, usw
cos @,
siehe Kurs
2 21
UH:{;’@:% 3 ,"'J_:{f—"'w:% 46 , ca 72°, nein
4 —45
zB a = arccos “)H ’ ~ 44°, fzc = A_C>’ — A—C)'E ~ 3.45, den Rest nachmessen

3.2.2 Vektorielles Produkt

Wir definieren
UX W =72,

wobei 2 ein Vektor ist, der auf ¢ und @ orthogonal steht, sondass ¢, w0, Z (in dieser Reihenfolge) ein

Rechtssystem bilden (wie Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der rechten Hand, oder auch Zeigefin-

ger, Mittelfinger, Daumen) und der Betrag von Z gleich der Fliche des von ¢ und # aufgespannten

Parallelogramms ist, dh |Z] = |9] || |sin ¢|. Wir nennen Z' das vektorielle Produkt von ¢ und .
Fiir die Koordinaten des vektoriellen Produkts gilt

Uy Wy
Vy Wy
Vg Wy v w VyWy — VyWy
Ixw=| vy x| w, | = — vJC w"” =| —(vpw, —vwy)
z z
v w VpWy — VyW.
z z Ve W Wy yWx
Vy Wy

Auch das vektorielle Produkt findet in natiirlicher Weise in der Physik Verwendung, zB bei der
Berechnung eines Drehmoments: Nehmen wir an, ein starrer Kérper ist um einen Punkt A drehbar
gelagert und im vektoriellen ” Abstand” # vom Drehpunkt greift eine Kraft F an, dann ist das
vektorielle Drehmoment um A durch

T?LAZ’I?XF

gegeben ("Kraftarm” x ”Kraft”). Dabei gibt der Betrag |m 4| den skalaren Wert des Drehmoments
und die Richtung von mi 4 die Richtung der Drehachse an.

Die Drehung kann mit Hilfe der rechten Hand sehr schén veranschaulicht werden. Dabei entspricht
der Zeigefinger dem Kraftarm 7, der Mittelfinger der Kraft F und der Daumen dem vektoriellen

18



Drehmoment (Drehachse!) 7 4. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Schraubenre-
gel.

Rechenregeln:
UXW = —wWxv
(U+7)xdW = UxdW+Ixd
AMNUXx W) = (M) xd =7 x (M)

Verwendung des vektoriellen Produktes:
e Flichenberechnung
e Normalvektor

e Physikalische und geometrische Anwendungen

Beispiele:

e Berechnen und interpretieren Sie @ X b fiir

Berechnen Sie die Fliche des aufgespannten Parallelogramms.

e Berechnen Sie fiir

1 -3 3

die Ausdriicke

(2d) x @und 2 (@ x &)
254;) xeund 2@ x &) —bxé

=

(@ x & .5 und @. (5>< b)

—4
Losungen: —2 |, ca 8.3; in jeder Zeile beide Ausdriicke gleich
-7

4 Analytische Geometrie

4.1 Geraden, Ebenen™
Gegeben seien ein Punkt P und ein Vektor ¢. Alle Punkte, deren Ortsvektor & durch
T=p+ A0

beschrieben wird, wobei A ein beliebiger Parameter ist, liegen auf einer Geraden, die wir durch g
bezeichnen. Man nennt die Darstellungsform

g:T=p+ AU

die Parameterform der Geraden. Die Gerade wird, von P ausgehend, durch ¢ aufgespannt.

S4BFM 195ff; Sch2 S216-226

19



Beispiele:

e Geben Sie die Parameterform der Geraden g an, die durch die beiden Punkte A = (1, -1, 2)
und B = (0, —1,2) verlauft®.

e Welche Gerade h verlduft durch den Ursprung und durch den Punkt C = (1,2,3)?

e Schneidet die obige Gerade g die Gerade h? Wenn ja, in welchem Punkt?
Losungen: zB g : ¥ =ad + )\A—B>; h : Z = A€, nein

Gegeben seien ein Punkt P und zwei (nicht parallele) Vektoren ¥ und @. Alle Punkte, deren
Ortsvektor & durch

Z=p+ AN+ pd

beschrieben wird, wobei A und p beliebige Parameter sind, liegen auf einer Ebene, die wir durch e
bezeichnen. Man nennt die Darstellungsform

e: X =p+ N0+ pudd

die Parameterform der Ebene. Die Ebene wird, von P ausgehend, durch ¢ und « aufgespannt. Der
Punkt P liegt auf der Ebene und die Vektoren ¢ und w sind parallel zur Ebene.

Gegeben seien ein Punkt P und ein Vektor 77. Alle Punkte, deren Ortsvektor & durch
(Z—p) =0
beschrieben wird, liegen auf einer Ebene, die wir durch e bezeichnen. Alle Verbindungsvektoren
Z — p zwischen einem Punkt X der Ebene und dem vorgegebenen Punkt P stehen auf den Vektor
7 orthogonal. Der Vektor 7 wird daher als Normalvektor der Ebene bezeichnet. Man nennt die
Darstellungsform
e: (Z—p).i=0bzwe: Z0=pn

die Normalvektorform der Ebene.

Beispiele:

e Geben Sie die Ebene e, auf der die Punkte A = (1,—1,3), B = (0,1,1) und C = (—1,0,0)
liegen, sowohl in der Parameterform als auch in der Normalvektorform an. Geben Sie zwei
weitere Punkte an, die auf der Ebene liegen.

— —
Losung: zB e : Z=¢+ ACA+ puCB, —4x+y+32=4, P = (0,4,0), P>, = (1,5,1)

e Berechnen Sie den Schnittpunkt zwischen der Geraden

1 —1
g:F=| 1 |+x| 2
2 —2

und der Ebene e : 2x + 3y — z = 5.
Losung: S = (2/3,5/3,4/3)

e Geben Sie eine zur obigen Geraden g parallele Gerade an, auf der der Punkt A = (1, -1, 3)
liegt. Geben Sie eine zur obigen Ebene e parallele Ebene an, auf der der Punkt A = (1,—1,3)
liegt.

1 -1
Losung: gy : &= | —1 | +A 2 se:2x+3y—z=—4
—2

e Geben Sie eine zur obigen Ebene e orthogonale Gerade an, die durch den Ursprung verliduft.
Geben Sie eine zur obigen Geraden g orthogonale Ebene an, die durch den Ursprung verlduft.
2
Losung: g1 : %= A 3 |,eig:—2+2y—22=0
-1

55 Animation unter http://www.walter-fendt.de/m14d/gerade3d.htm
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4.2 Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel®*
Alle Punkte (z,y) der Ebene, die durch die Gleichung

2?4 y? =2
beschrieben werden, liegen auf einem Kreis um den Ursprung mit Radius r. Alle Punkte (z,y), die
durch die Gleichung

(z—ps) + (y —py)° =r?

beschrieben werden, liegen auf einem Kreis mit Mittelpunkt P = (p,,p,) und Radius .
Alle Punkte (x,y) der Ebene, die durch die Gleichung

1.2 y2

2T r

beschrieben werden, liegen auf einer Ellipse um den Ursprung mit den Halbachsen a und b.
Alle Punkte (z,y) der Ebene, die durch die Gleichung

2 2
.
a b2

=1

beschrieben werden, liegen auf einer Hyperbel.
Alle Punkte (x,y) der Ebene, die durch die Gleichung

> —y=0bzwz —y>=0

beschrieben werden, liegen auf Parabeln.

5 Lineare Gleichungssysteme’’

Zur Losung linearer Gleichungssysteme ist das Gaufische Eliminationsverfahren die Methode der
Wahl. Dabei werden die Unbekannten nach der Reihe entfernt, indem man passende Linearkombi-
nationen der Gleichungen betrachtet.

Maochte man etwa Punkte finden, die auf drei Ebenen gleichzeitig liegen, so hat man ein lineares
Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten zu 16sen. Dabei kénnen verschiedene
Fille auftreten:

e kein Schnittpunkt,

e genau ein Schnittpunkt,

e die Schnittpunkte liegen auf einer Geraden,

e die Schnittpunkte liegen auf einer Ebene.
Beispiele:

e Losen Sie folgendes Gleichungssystem

2r+y—2 = 3
r—y = O
y+z = -1
Losung:
3
z=3,y=—-2,z=1,dh L = -2
1

56BFM3 S149-194; Schl S188-203
STBFM2 S217-244, BFM2 S283f, BFM4 S203ff; Schl S131-148
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e Losen Sie folgendes Gleichungssystem

2¢+y—3z = 3
T—y—2z2 = D
—z+y+z = -1
Losung:

Keine z,y, z moglich, dh L = {}.

e Losen Sie folgendes Gleichungssystem

2¢+y—3z = 3
rT—y—2z =
r+2y—2z = 2
Losung:
4 4
T=3\A+3,y=3A+1,z=Amit A\eR,dh L= % + A g tAeR
0 1
e Losen Sie folgendes Gleichungssystem
2 +y—2z =
dr 4+ 2y — 2z =
—2x—-y+z = -3
Losung:
3 1 1
2 2 2
:c:%,u—%)\—}—%,y:A7z:umitA,u€R,L: 0 | +A 1 +ul O AhpeR
0 0 1

e Losen Sie folgendes Gleichungssystem in Abhéngigkeit von a

2r4+y—2z =
rT—yYy—2z2 = a
—x—-—y+z = -1
Losung:
2
x:2,y:%—%a,z:%f%a,dhl): é—%a
2~ 20

6 Funktionen®®

FEine Funktion ist eine Vorschrift, die jedem Wert aus einem vorgegebenen Definitionsbereich einen
Wert aus einem Bildbereich zuordnet. Funktionen werden hiufig mit f, g, h, ... bezeichnet. Der
Definitionsbereich wird durch D bezeichnet, seine Elemente mit « oder t, dh x € D bzw ¢t € D.
Wir werden stets D C R wihlen. Die Funktionswerte der Funktion f werden durch f (x) bzw f (¢)
bezeichnet. In diesem Zusammenhang heifit © bzw t das Argument von f. Als Bildbereich wollen
wir stets R wihlen.

Damit kénnen wir eine Funktion in der folgenden allgemeinen Form anschreiben:

f:D — R
r = f(x)

58 BFM4 S220f, BFM4 S225f; Sch1 S105-130; Verschiedene Graphen und auch Ubungsaufgaben zum Erkennen von
Funktionen findet man unter http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/fun2/fun2.html
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Fiir konkrete Rechnungen wird anstatt der zweiten Zeile hiufig y = f (x) geschrieben.

Eine Funktion wird durch ihren Graphen im R? veranschaulicht. Dabei werden die Werte 2 waag-
recht aufgetragen und die zugehérigen Werte y = f (z) senkrecht. Zu jedem z—Wert gehort dabei
genau ein y—Wert. Umgekehrt ist es aber moglich, dass zu manchen y—Werten kein oder mehrere
x—Werte gehoren.

6.1 Monome, Potenzfunktionen®

Funktionen mit D = R und

f@)= 1 f (@) = a? f (@) =a*
@)= f (@) = 2 f (@) = a7

werden als Monome bezeichnet. Die Funktionen in der ersten Zeile erfiillen f (—z) = f (z), ihr
Graph ist symmetrisch zur y—Achse, solche Funktionen werden als gerade Funktionen bezeichnet.
Die Funktionen in der zweiten Zeile erfiillen f (—x) = —f (z), ihr Graph ist punktsymmetrisch
zum Ursprung, solche Funkionen werden als ungerade Funktionen bezeichnet.

Beispiele:

Skizzieren Sie die angegebenen Funktionen und beschreiben Sie, wie sich ein héherer Exponent
auswirkt. Uberlegen Sie auch, wie sich ein Faktor auf den Graphen auswirkt, zB f (z) = ax? mit
a€R.

Losung: sieche Kurs

Funktionen mit D = R\ {0} und f (z) = ™™ mit n € Ny (negative Exponenten) und Funk-
tionen mit D = RT und f(z) = 2" mit » € R (rationale oder reelle Exponenten) werden als
Potenzfunktionen bezeichnet.

Beispiele:

e Skizzieren Sie die Potenzfunktionen mit

f(z) =272 f@)=a""
fx)=a"" f@)=a"? f@)=a=

und beobachten Sie den Einfluss des Exponenten. Auch hier konnen wieder gerade und un-
gerade Funktionen beobachtet werden.

Losung: Die Funktionen haben die y—Achse und die z—Achse als Asymptoten. Die geraden
Funktionen sind fiir z < 0 positiv und monoton steigend und fiir > 0 positiv und monoton
fallend. Die ungeraden Funktionen sind fiir < 0 negativ und monoton fallend und fiir z > 0
positiv und monoton fallend. Ein betragsméflig hoherer Exponent bewirkt eine schnellere
Anngdherung an die z—Achse.

e Skizzieren Sie die Funktionen mit f(z) = z'/? = /x und f(2) = 2~%/? = 1//z und
vergleichen Sie mit f (z) = 2! =2 und f (z) =271 = 1/2.
Losung: Die Wurzelfunktionen sind nur auf RT definiert. Fiir x > 1 wichst /z weniger
schnell als z und 1/4/z fillt weniger schnell als x.

6.2 Polynome, Rationale Funktionen®

Funktionen, die sich als Linearkombinationen (gewichtete Summe bzw Differenz) von Monomen
zusammensetzen, heifen Polynome. Sie sind immer auf ganz R definiert, dh D = R. Der hochs-
te auftretende Exponent heifit der Grad des Polynoms. Die wichtigsten Polynome sind lineare
Funktionen und quadratische Funktionen. Eine wichtige Fragestellung bei Polynomen betrifft ihre
Nullstellen, dh fiir ein Polynom p werden Lésungen der Gleichung p (z) = 0 gesucht.

Beispiele:

59BFM2 S135, BEM4 S239
60BFM4 S240f
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f(z) = 23 — 2z ist ein Polynom vom Grad 3. f (z) = 22 — 2 — 2 ist ein Polynom von Grad 2, dh

eine quadratische Funktion. f (z) = 2z — 1 ist ein Polynom vom Grad 1, dh eine lineare Funktion.
Skizzieren Sie die Graphen der obigen Polynome und berechnen Sie ihre Nullstellen.
Losung: Nullstellen vgl Skizze

Funktionen der Gestalt

wobei p und ¢ Polynome sind, heiflen rationale Funktionen. Sie sind nur dort definiert, wo
das Nennerpolynom ¢ von Null verschieden ist. In den Nullstellen von ¢, die nicht gleichzeitig
Nullstellen von p sind, hat die rationale Funktion sogenannte Pole, dh senkrechte Asymptoten.
Nullstellen der rationalen Funktion treten in den Nullstellen von p auf, sofern die Funktion dort
definiert ist. Fiir grofie  (x — +00) héngt das Verhalten der rationalen Funktion im Wesentlichen
vom jeweils hochsten Grad im Zéhler und im Nenner ab.

Beispiele:
Skizzieren Sie die folgenden Funktionen und bestimmen Sie jeweils Pole und Nullstellen und das
Verhalten fiir grofie z.

2@ — 2 z+1 z? — 2z
f0=2rs TW=any T@=75y
Losungen:
0__
y 10T Y4 y
2
1 I - T T ' : ' : ' : :
T T T 1 T T ! -4 -2 2 4
-15 -10 5 5 10 15 p 2 4 T
X 2 X
1o+ -10 T

6.3 Trigonometrische Funktionen®!

Rotiert ein Zeiger mit gegebener Linge A und vorgegebener konstanter Winkelgeschwindigkeit w
entgegen dem Uhrzeigersinn um den Ursprung, so macht er w Umdrehungen in einem Zeitintervall
der Liange 27. Damit ist die z—Koordinate des Zeigers zur Zeit ¢t durch

x (t) = Acos (wt + «)
und seine y—Koordinate durch

y (1) = Asin (wt + @)

61IBFM2 S253-271, BFM4 S244; Schl S231-240; Sch2 S77-144; Erklirung und Selbsttests unter
http://www.analyzemath.com/trigonometry/sine.htm
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gegeben. Der Winkel « ist dabei derjenige Winkel, den der Zeiger zum Zeitpunkt 0 mit der z—Achse
einschlief3t. Die Funktionen z und y sind trigonometrische Funktionen und werden wegen der obigen
Interpretation auch als harmonische Schwingungen bezeichnet. Im Folgenden werden die Parameter
einer harmonischen Schwingung gesammelt:

A ... Amplitude, w ... Winkelgeschwindigkeit, « ... Nullphasenwinkel
Davon abgeleitet sind
f ... Frequenz, T ... Periodenlinge mit w = 27 f = 27/T und f = 1/T

Interpretation der Parameter: Die Amplitude A ist der maximale Wert der Schwingung. Die Win-

kelgeschwindigkeit (in rad/Zeiteinheit) gibt an, wie schnell die Schwingung ist, dh wie viele ganze

Schwingungen in einem Zeitintervall der Liange 27 vorkommen. Ein vorgegebenes w bedeutet, dass

die Schwingung nach 27/w Zeiteinheiten von vorne beginnt, die Periodenlénge ist also T' = 27 /w.

Der Nullphasenwinkel o wird in rad gemessen und bewirkt eine Verschiebung des Funktionsgra-
o

phen parallel zur z—Achse. So ist etwa y (t) = Asin (wt + ) gegen ¥y (t) = Asin (wt) um < nach
links verschoben, dh y (t — %) = yo (t).

Beispiele:

e Zu welchen Zeitpunkten nimmt die Funktion f (¢) = 2sin (3¢t + 7/4) ihr Maximum an?
Losung: t, = {5 + %Tﬂ mit k € Z

e Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f (¢) = 2sin (3t 4+ 7/4) und verwenden Sie auch
das obige Ergebnis um die Funktion zu skizzieren.
Losung: t, = —75 + %’“ mit k € Z

e Zu welchen Zeitpunkten nimmt die Funktion f (t) = 3cos (2¢t — 7/4) ihr Minimum an?
Losung: ty, = %’r + kr mit k € Z

e Zu welchen Zeitpunkten nimmt die Funktion f (¢) = 2sin (3¢ + 7/3) den Wert 1 an?
Losung: Vergleiche die Schnittpunkte im unteren Graphen.

e Lesen Sie aus dem Funktionsgraphen fiir f (t) = Asin (wt + «) bzw f (t) = A cos (wt + «)

NN

A, wund « ab.
Losung: sin (wt + o) mit A=2, w=3, a=7/3,cos(wt+a) mit A=2, w=3, a=—-7/6

6.4 Exponentialfunktion®?

Sei a € RT. Eine Funktion der Gestalt f (z) = a® heifit Exponentialfunktion. Ihr Definitionsbereich
ist R und ihr Wertebereich ist RT. Dabei heifit a die Basis der Exponentialfunktion. Besonders
beliebt sind die Basen 2, 10 und in der Mathematik e. Der Buchstabe e steht dabei fiir die Eulersche

62BFM2 S117-125, BEM2 S135ff, BEM4 S$242; Sch2 S145-170
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Zahl, die keine rationale Zahl ist, und es gilt e ~ 2.7183. Die Eulersche Zahl kann durch einen
Grenzwert oder durch Reihenentwicklung berechnet werden, es gilt ndmlich

. 1\"
e = lim <1+)
n—oo n
=1 1 1 1 1
- R TR
c gn! 1t 12T 123 1234

Eigenschaften der Exponentialfunktion: Fiir alle Exponentialfunktionen gilt a® = 1. Fiir a > 1 ist
a® monoton wachsend, fiir a < 1 monoton fallend, fiir @ = 1 konstant.

Die Abbildung zeigt die Graphen der Funktionen z +— 0.5% ~ ¢=0-7*
0.7z

2.3x T
)

,x— 10° ~e T —er,

T 2¥ ~e

Jede Exponentialfunktion & — a® 1i8t sich als Funktion der Gestalt  — e** mit dem Parameter

X darstellen, indem man die Basis a als e* interpretiert, dh A = Ina. Dabei entspricht ein a < 1
einem negativen . So gilt etwa 0.5% = e(I10:5)2 ~ =0.69315z dop 97 = (IN2)7 ~ 0.693

Die Exponentialfunktion beschreibt Wachstums- oder Zerfallsvorgénge. So wird etwa ein stetig
verzinstes Kapital, die Grofle einer Population oder die Menge einer radioaktiven Substanz zur
Zeit t durch me* berechnet, wobei m das Kapital, die GroBe der Population oder die Menge
an radioaktiver Substanz zu Beginn der Beobachtung ist und A\ die jeweilige Wachstums- bzw
Zerfallskonstante.

6.5 Logarithmusfunktion®
6.5.1 Rechnen mit Logarithmen

Will man fiir a € RT die Gleichung a® = y nach x auflésen, so wird der Logarithmus benotigt. Die
Gleichungen

a® =y und z =log, y

sind dquivalent. Dabei nennt man log, y den Logarithmus von y zur Basis a.
Merkregel: Der Logarithmus ist der Exponent.
Durch Einsetzen in obige Formel erhélt man die Beziehungen

a'°8¥ = y und log, a® = =,

die zeigen, dass die Hintereinanderausfiihrung von Logarithmieren und Exponenzieren (in beliebiger
Reihenfolge) einen Wert nicht veréindert. Der Logarithmus zur Basis e wird als In (Logarithmus
naturalis) abgekiirzt, dh log, = In. Es gilt In (¢%) = z = 2.

Beispiele:
Berechnen Sie (nur die letzte Zeile mit TR)
log, 8 log, 0.25 log, 64 log, 1024 log, (1/16)
log,, 1000 logy, 10° log,,0.00001  log;, 1073
Inl In0.5 In 10 In3 Ine In0.3 In0.1
63BFM2 S108-111; Sch2 S145-170
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Losungen: 3, —2, 6, 10, —4; 3, 6, —5, —3; 0, ca —0.7, ca 2.3, ca 1.1, 1, ca —1.3, ca —2.3

Aus der Definition ergeben sich die Rechenregeln fiir Logarithmen unmittelbar. Es gilt

1
log,y = ln—y ... Umrechnung in den natiirlichen Logarithmus
na
In(z-y) = Inz+lny
In <x> = lnz—Iny
Y
In(zY) = yhz
In(z+y) = niz!

Die Funktion
Rt - R
x +— log,x

wird als Logarithmusfunktion bezeichnet. Wegen der obigen Umrechnung in den natiirlichen Lo-
garithmus muss man sich nur den Graphen des natiirlichen Logarithmus merken (siehe Abb). Eine
andere Basis a bewirkt eine Skalierung der y— Achse, eine Basis a < 1 dndert das Vorzeichen.

Beispiele: Losen Sie nach x auf und machen Sie die Probe.

e 2n(2x—1)—In(2z+1)—In(z+2)=0
Losung: ca 4.6

In(2x—1)+In(2z+1) —2In(z+2) =2
Losung: ca —7.5

e 3.2¢—2.3¢ -2l _ge-l —
Losung: ca —2.1

° 3_4x_2.3x_22x+1 _3x—1 :3x—2
Losung: ca 3.1

2.3% 4+ 22m+1 _ 313—1 — 3m—2 — 3.4~
Losung: keine

7 Folgen- und Reihen®

Eine Folge (an),cy, = (a0, a1,as,...) ordnet jeder natiirlichen Zahl n (und der Null) ein Folgen-
glied a,, zu, n heilt dabei der Index von a,. Folgen werden, wie Funktionen durch ihren Graph
veranschaulicht.

64BFM2 S149-176, BFM4 S222; Sch3 S1-38
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Arithmetische Folge
(a,a+d,a+2d,a+ 3d,a+4d,...)

Bei ihnen ist die Differenz aufeinander folgender Glieder konstant (in unserem Beispiel gleich d).
Sie entsprechen einer linearen Funktion.

Geometrische Folge

(a,aq,aq®,aq®, aq, ...)

Bei ihnen ist der Quotient aufeinander folgender Glieder konstant (in unserem Beispiel gleich q).
Sie entsprechen einer Exponentialfunktion.

Summiert man jeweils die ersten n Folgenglieder eine Folge auf, so erhilt man die Folge der
Partialsummen, die kurz als Reihe bezeichnet wird

(S(),81782,83,84,...), wobei So = Qo
s1 = ap+tax
So = ap+a;+tas
S3 = ag -+ a1+ as+ asz usw

Fiir die arithmetische Reihe kann die n—te Partialsumme einfach berechnet werden, es gilt

n(n+1)

5 d

spn=Mm+1)a+

Fiir die geometrische Reihe gilt

qn+1 _ 1

q—1

Sp=a
Auch Reihen sind selber wieder Folgen.

Bei Folgen iiberlegt man sich ihr Verhalten fiir grofle n und gelangt so zum Grenzwert von
Folgen. Im Fall der geometrischen Reihe ergibt sich fiir |¢| < 1 fiir den Grenzwert

n+171 a

s= lim s, = lim a =
n—00 n—00 qg—1 1—gq

8 Differenzieren®

8.1 Differenzenquotient, Differenzialquotient®®

Gegeben sei eine Funktion f und ein vorgegebener Wert g € D. Gesucht ist die Steigung der
Tangente an die Funktion an der Stelle xy. Dazu betrachtet man zuerst die Steigung von Sekanten,
die die Funktion in (xq, f (z¢)) und einem zweiten Punkt (z1, f (1)) schneiden, also

Ay f(21) - f (@)

Az T1 — To

Wegen seiner speziellen Gestalt wird dieser Ausdruck als Differenzenquotient bezeichnet. Lifit
man nun x; gegen o gehen, so ergibt sich der Differenzialquotient
dy

% (20) = lim [ (@1) — f (o)

dx 10 Tr1 — o

Wenn dieser Grenzwert existiert, so stimmt er mit der Steigung der Tangente an die Funktion f
im Punkt (zq, f (z¢)) iiberein.

653¢h3 S57-154
66BFM4 S229
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Berechnet man fiir eine Funktion f fiir jedes x die Tangentensteigung, so erhilt man die Ableitung
der Funktion f. Sie wird mit f’ oder % (sprich: df nach dz) bezeichnet.

Beschreibt = die Zeit und f (x) den zuriickgelegten Weg zum Zeitpunkt z, so gibt der Differenzen-
quotient die Durchschnittsgeschwindigkeit in der Zeit zwischen xy und x; an und der Differenzial-

quotient die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt xg.

Ableitung der wichtigsten Funktionen

f(z) | const. | z* sinz | cosx Inz

f(x) || o ar® ! | cosx | —sinz | e® | 1/z

Alle anderen Ableitungen werden mit Hilfe der folgenden Regeln berechnet. Den Vorgang des
Ableitens bezeichnet man als Differenzieren.

8.2 Differenziationsregeln®’

In diesem Abschnitt werden Regeln fiir die Ableitung von ”kombinierten” Funktionen gesammelt:

Linearititsregel
flx) = ag(z)+bh(z)
@) = ag' (z)+bh (2)

Die Ableitung einer Linearkombination ist die Linearkombination der Ableitungen.

Produktregel

f(x) = g(@)h(z)
@) = g @ h(z)+g(@)h (z)

Quotientenregel
_ 9(@)
/ _ g @h(x)—g(x)l (z)
f@) = ha)?
Kettenregel

f(x) = g(h(z))
fl@) = g (h@)h (2)

Dabei heifit ¢’ die dulere Ableitung und A’ die innere Ableitung von f. Die Ableitung der verket-
teten Funktion ist also das Produkt aus duflerer und innerer Ableitung.

Beispiele:

e Berechnen Sie jeweils die Ableitung

f(z) = 32° -2z +4e” +8cosx
g(z) = 4lnz—3+2sinz
5 2
h(z) = 5\/54—*2—*—&-33:\/5
2
Losungen:

[/ (z) =922 — 2 + 4e” — 8sinx
g (z)=2+2cosz
h’(x):Q\E’/E—%+;22+%\/E

STBFM3 S5-36; BFM3 S117-143
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e Berechnen Sie jeweils die Ableitung.

f(x) = 3zcosz—tanz
g(z) = x3 — 2z
22% — x

hz) = =22

(@) 3z2 +1
r(z) = sin(wz+ )
s(x) = 33
t(z) = In(2® + 5z)
y(z) = (z+3)°Vad -2z

Losungen:

f'(x) =3cosx — 3wsinw — tan®x — 1

g (v) = 5 (327 —2)

W (x) = (62%-1)(32%+1) 6z (—a+22°)
(3z2+41)2

(z) = wcos (wz + )

(z) = 6e2et3

(z) = (2z+5)/ (m2 1 50)

Yy (z) = 62z + 3)° V—2z + 23 + é\}% (32% - 2)

e Berechnen Sie jeweils die Ableitung.

) tan (2y + 1)

) = be?sint

) = tet’

) = r%cos(3r+2)

Losungen:
'y ) =2/cos? (2y +1)
g ) = 1062t sint + 5e? cost
h’ (t) = — 212
' (r) = 2r cos (3r + 2) — 3r?sin (3r + 2)

8.3 Anwendungen

Fiir eine gegebene differenzierbare Funktion beschreibt die Ableitung fiir jeden Punkt die vorlie-
gende Steigung. Es gilt
f monoton wachsend in z & f'(z) >0
f monoton fallend in xz < f'(z) <0
Uberlegt man weiters, wie sich die Ableitung entwickelt, so kann dazu die zweite Ableitung f”
herangezogen werden. Damit gilt nun
f’ monoton wachsend in x < f”(z) > 0<% f ist in z linksgekriimmt
f monoton fallend in z <  f”(x) <0<« f ist in x rechtsgekriimmt
Die wesentliche Anwendung der Differenzialrechnung ergibt sich aus der Beobachtung, dass, wenn
eine differenzierbare Funktion an einer Stelle z ein Maximum oder Minimum besitzt, die Ableitung
an dieser Stelle 0 wird. Bei einer zusitzlichen (strengen) Linkskriimmung (f” () > 0) handelt es
sich um ein Minimum, fiir f” (z) < 0 um ein Maximum. Wir fassen zusammen
f(x)=0 A f"(x) > 0= lokales Minimum in x
f(x)y=0 A f"(x) <0 = lokales Maximum in z
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Achtung: Werden Extremwerte gesucht, so miissen immer auch die Randstellen des untersuchten
Bereiches und die Stellen der Funktion beachtet werden, in denen sie nicht differenzierbar ist.
Dort kénnen nidmlich Extremwerte auftreten, ohne dass die obigen Bedingungen erfiillt sind. Hat
die Funktion zB irgendwo eine Spitze, so existiert dort keine eindeutige Tangente, daher ist die
Funktion dort nicht differenzierbar, trotzdem stellt der ”Spitzenwert” ein lokales Maximum dar.

Die abgebildete Funktion hat etwa in —5, 1, 5 lokale Maxima, die nicht durch Differenzieren
gefunden werden. In —5 und 5 treten Randmaxima auf, in 1 eine ”Spitze”. Die lokalen Minima in
der N#he von —1 und 2 erfiillen die obigen Voraussetzungen und werden durch Ableiten gefunden.

1
5 4 -3 - 1 2 3 4

5
X

Geht an einer Stelle die Linkskriimmung in eine Rechtskriimmung iiber oder umgekehrt, so be-
sitzt eine Funktion an dieser Stelle einen Wendepunkt. Die obige Funktion ist auf dem gesamten
abgebildeten Bereich mit Ausnahme der Stelle z = 1 linksgekriimmt.

8.3.1 Kurvendiskussion

Bei einer Kurvendiskussion geht es darum, charakteristische Eigenschaften einer Funktion zu be-
stimmen, sodass man ein moglichst klares Bild der Funktion erhélt und einen (genauen) Graphen
anfertigen kann. Folgende Eigenschaften sind dabei interessant: Definitionsbereich (ev. Verhalten
an den Grenzen des Definitionsbereiches, Asymptoten, Symmetrien), Nullstellen, Extremwerte (ev.
Monotonieeigenschaften), Wendepunkte, Graph

Beispiele: Fiihren Sie bei folgenden Funktionen Kurvendiskussionen durch.

2
f@=@-9vE  g)=""2
Losungshinweise:
f: Vergleichen Sie die Ergebnisse der Rechnung mit der linken Abbildung, D = Rg , Nullstellen 0,
4, Maximalstelle 0, Minimalstelle 4/3, Linkskrtimmung
g: Vergleichen Sie die Ergebnisse der Rechnung mit der rechten Abbildung, D = R\ {0}, Asym-
ptoten z = 0, y = 1, Nullstellen —3, 1, Maximalstelle 3, Rechtskriimmung

8.3.2 Tangente - Lineare Approximation

Manchmal méchte man eine vorgegebene (komplizierte) Funktion f an einer Stelle 2y durch eine
einfachere (lineare) Funktion annéhern. Das geschieht dadurch, dass man die Tangente an f an
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der Stelle g verwendet.
Tangentenfunktion

t(x) = f(xo) + f' (x0) (x — 20)

Die Tangente stimmt an der Stelle £y mit der Funktion iiberein und hat dort den Wert f (zo),
aulerdem hat die Tangente an der Stelle zy auch dieselbe Steigung wie die Funktion, ndmlich
1" (xg). Man sagt, die Tangente ist die lineare Approximation der Funktion f an der Stelle .

Beispiele:

e Berechnen Sie fiir obige Funktion f die Tangente an der Stelle 1. Zeichnen Sie die Tangente
in den Graphen ein.
Losung: t () = -3 —1/2(z - 1)

e Berechnen Sie fiir obige Funktion g die Tangente an der Stelle 2. Zeichnen Sie die Tangente
in den Graphen ein.
Losung: t (z) =5/4+1/4(x — 2)

e Berechnen Sie die lineare Approximation der Sinusfunktion sowohl an der Stelle 0 als auch
an der Stelle 37 /4.
Losung: to (v) =, t1 (z) = 1/v/2 — 1/v/2 (x — 31/4)

8.3.3 Extremwertaufgaben®®

In den Anwendungen ist es hiufig notwendig, ein sogenanntes Zielfunktional zu optimieren. Bei
diesen Problemstellungen handelt es sich um Extremwertaufgaben.

Beispiele:

e Man mochte eine Konservendose mit 1/2 Liter Inhalt entwerfen, die man mit méglichst wenig
Blech herstellen kann. Welche Abmessungen sind optimal?
Losungshinweis: r: h=1:2

e Man mochte entlang einer Mauer durch einen Zaun mit vorgegebener Linge einen moglichst
groflen rechteckigen Garten abgrenzen. Welche Abmessungen sind optimal?
Losungshinweis: b: 1 =1:2

e Man mochte entlang einer Mauer einen rechteckigen Garten mit vorgegebener Fliche abgren-
zen, sodass man dazu moglichst wenig Zaun braucht. Welche Abmessungen sind optimal?
Losungshinweis: b: 1 =1:2

e Man mochte aus zwei gleichen Brettern mit vorgegebener Breite eine Rinne konstruieren, die
moglichst viel Wasser aufnimmt.
Losungshinweis: Querschnitt entspricht einem halben Quadrat

9 Integrieren®

Soll die Fliche zwischen einer (stetigen) Funktion und der z—Achse berechnet werden, so geschieht
dieses durch Integrieren. Dabei stellt man sich vor, dass man die Fliche als Summe immer schma-
lerer Rechtecke annihert. Im Grenzwert ergibt sich dann gerade die richtige Fliche. Fiir die Fliche
F unter der Funktion f (nehmen wir fiirs Erste an, f ist nicht negativ) zwischen den Grenzen a
und b schreibt man daher

r= [ s

wobei das Integralzeichen fiir die Summe steht und f(¢)dt die Fliche eines infinitesimalen
Rechtecks darstellt.

Ist f eine Geschwindigkeit und ¢ die Zeit, so berechnet ff f () dt den zwischen den Zeitpunkten a
und b zuriickgelegten Weg.

68 BFM3 S41-81, BFM4 S235
69BFM4 S246fF; Sch3 S155-198
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9.0.4 Integration mittels Stammfunktion™

Man kann sich nun iiberlegen, dass, wenn man sich die obere Grenze als variabel vorstellt, also

-
F(2) :/ £ () dt
wahlt, die Ableitung dieser variablen Fliche gerade die urspriingliche Funktion ist, dass also

Fi(z) = f(2)

gilt. Jede Funktion F, fiir die F' (z) = f (z) heit Stammfunktion von f. Weil eine Konstante
beim Ableiten gleich Null wird, ist die Stammfunktion nur bis auf eine Konstante eindeutig, zB ist
neben [ f (t)dt auch [, f (t)dt eine Stammfunktion von f, man schreibt daher

/f(x)dx:F(:c)—l-c

und nennt [ f (z)dz das unbestimmte Integral und ¢ die Integrationskonstante.
Mit Hilfe der Stammfunktion kann nun jede Fliche (unter einer positiven Funktion) berechnet
werden, es gilt nimlich der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

b
/ F(@)de=F ()~ F(a).

Bei die Bildung der Differenz hebt sich der konstante Term der Stammfunktion auf. Das Integral

fub f (z) dz nennt man bestimmtes Integral.
Bei der Integration einer negativen Funktion wird auch das Integral negativ.

9.0.5 Integrationsmethoden

In diesem Abschnitt geht es darum, auch fiir kompliziertere Funktionen, die Stammfunktion zu
finden. Das Integrieren ist wie das Differenzieren eine lineare Operation, dh das Integral iiber
eine Linearkombination von Funktionen ist eine Linearkombination der Integrale

Jor@+ng@nds = [ f@do+u [ 9@

Stammfunktionen der wichtigsten Funktionen

f(x)=| x* fir a # —1 x T sin x Ccos T er
a1 .
F(z)= wa+1+c Inz+c¢c| —cosx+c |sinx+c|e+c
Beispiele:

e Berechnen Sie
/ (22° — 2° + 3z) da
/(f—3€/§—1)dx.

& 1,64 1,4, 3.2 2.5 15.6/5 _
Losungen: T + 3T + 527 +c¢, 322 6 L T +c

e Berechnen Sie

/ —dz und / e“dx.
1 T -2

Losungen: 31n3, e® — e 2

T0BFM4 S5-31, BEM4 S55-67, BFM4 S69ff
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e Berechnen Sie die (positive) Fliche zwischen der Funktion f (z) = /= — x und der z—Achse
(Skizze).
Losung: 1/6

e Berechnen Sie die Fliche unter einem Sinusbogen, dh die Fliche unter sin zwischen 0 und 7.
Losung: 2

Integrale wie etwa
/sin (2 + 3) dz, /62I+3dl’, / V2x + 3dz,

die aus einer #&ufleren und einer inneren linearen Funktion bestehen, werden durch die sogenannte
lineare Substitution gelost, indem man die innere Funktion substituiert, dh in unserem Fall

2z + 3 = y setzt, damit ergibt sich % =2, also dz = % und zB fiir das erste Integral
d 1 1
/sin(2x+3) dx = /siny?y =3 cosy+c= —5cos 2z +3)+c.

Die anderen Integrale werden analog berechnet. Man kann sich die lineare Substitution auch
als Formel merken

/f(aa:—i—b)dx:%F(am—{—b)—i—c,

dass niamlich die passende Stammfunktion einfach durch die innere Ableitung dividiert wird. Diese
Regel steht in engem Zusammenhang mit der Kettenregel beim Differenzieren.

Beispiele:
e Berechnen Sie [2/5x — 1dz.
e Berechnen Sie [ (3z + 2)° dx auf 2 Arten.
e Berechnen Sie [ 3cos(10z + 7/4) dx.
e Berechnen Sie [3e *dx.

Losungen: < (5z — 1)4/3 +¢, 15 (3z + N+ ¢, 3sin (10z + 7/4) + ¢, —=3e™* + ¢

Auch ein Integral der ungefihren Gestalt [ f (g (z)) ¢’ () de wird durch Substitution der inneren
Funktion behandelt und es ergibt sich (vergleichen Sie wieder die Kettenregel).

[Ha@)g @ds=Flg(@)+e
Diese Methode wird an Beispielen erldutert.
Beispiele:
e Berechnen Sie f2x\:7mdx.
e Berechnen Sie [ 27 (323 + 2)3 dx auf 2 Arten.

e Berechnen Sie f3xe(_x2+2)dx.

e Berechnen Sie [ tanzdzx.
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Losungen: 2—?’0 (59U2 — 1)4/3 +c, 3—16 (33:3 + 2)4 +c, —%e(_“’2+2) +e¢, —In(cosz) + ¢

Abschlielend wollen wir auch die Produktregel fiir das Integrieren niitzen und gelangen zur par-
tiellen Integration

[t@9@is = Fage) - [F)g @ d o
[r@s@a = f@e- [ 1@ @

Hier wird ein Integral nur teilweise integriert und so letztlich in ein einfacheres Integral umgewan-
delt. Die Methode kann hiufig angewendet werden, wenn ein Produkt zu integrieren ist, dabei wird
ein Faktor differenziert und einer integriert. Auch diese Methode wird an Beispielen demonstriert.
Faustregel: Diejenige Funktion integrieren, deren Integral man kennt und das nicht
allzu kompliziert wird, und diejenige Funktion differenzieren, deren Ableitung einfach
wird oder zumindest nicht komplizierter.

Die Methode kann 6fters angewendet werden und mit der Substitutionsregel kombiniert werden.

Beispiele:
e Berechnen Sie [z sinzdx.
e Berechnen Sie [Inzdz.

e Berechnen Sie f x? cos z dx.

e Berechnen Sie [ x+v/3z + 2dz.

e Berechnen Sie [ze?*dz.

Losungen: sinz—z cosz+c,  (Inx — 1)+¢, 22 sinx —2sin z+2x cos v+¢, 72 (3z + 2)% 9z — 4)+e,

» 135
12 (22— 1) +c

9.0.6 Anwendungen: Flichen, Rotationskorper’!

Indem man die infinitesimalen Rechtecke f (z)dx zu anderen infinitesimalen Flichen- oder Volu-
menstiicken verallgemeinert, konnen auch andere Flichen oder sogar Volumina berechnet werden.
Das Volumen eines Rotationskorpers wird etwa durch Summation infinitesimaler Zylinderscheiben
berechnet (Salamitechnik).

Beispiele:
e Berechnen Sie die Fliche zwischen den Funktionen f (z) = 3z und g (x) = x + 2.

e Berechnen Sie die Fliche zwischen der Funktion f (z) = 23 und ihrer Tangente an der Stelle
2.

e Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers f (z) = v/z fiir x zwischen 0 und 3 (Rota-
tion um die z—Achse ergibt eine Linse).

e Berechnen Sie das Volumen des Horns, das durch Rotation der Funktion f(x) = s5e™7 fiir

x € [0,2] um die z—Achse entsteht.

1
10

Losungen: —152—45, 108, 97”, 500 (1 . 6’4)
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